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摘要：图的厚度是指将该图分解为平面生成子图的最小数,它是衡量一个图可平面性的关键指标之一,研
究一个图的厚度至关重要,在超大规模集成电路和网络设计中有着重要应用 .在已知的一部分图类的厚度的精
确值结果的基础上,研究了部分完全二部图与完全三部图的厚度关系,得到了 K1,n,n + 1与 Kn + 1,n + 1、K1,n,n + 2与
Kn + 1,n + 2、K2,n,n + 2与Kn + 2,n + 2厚度相等的结果 .
关键词：厚度; 完全二部图; 完全三部图
中图分类号: O157.5 文献标识码: A
0 引 言







点均相邻,则称它为完全 k-部图 .对于完全三部图Kn,n,n 的厚度,文献[7,9]已经给出其上界,并且在文献
[10]中给出了部分Kl,m,n的厚度值 .
本文利用完全三部图K1,4p + 2,4p + 2,K2,4p + 1,4p + 1的平面分解,构造了完全三部图K1,4p + 1,4p + 3以及K2,4p,4p + 2
的平面分解子图,得到了K1,n,n + 1与Kn + 1,n + 1,K1,n,n + 2与Kn + 1,n + 2,以及K2,n,n + 2与Kn + 2,n + 2的厚度之间的关
系 .
1 完全三部图K1,n,n + 1的厚度
对于完全二部图,人们未能完全解决其厚度值 .
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引理3[11] 完全三部图K1,4p + 2,4p + 2有一个包含p + 1个子图的平面分解,即θ ( K1,4p + 2,4p + 2) ≤ p + 1.
文献[11]构造了完全三部图K1,4p + 2,4p + 2的一个包含p + 1个子图的平面分解,接下来,在文献[11]的基
础上证明了下面的定理 .









证明 当n = 4p - 1时,由引理2及引理3可知
p + 1 = θ ( K4p,4p) ≤ θ ( K1,4p - 1,4p) ≤ θ ( K1,4p + 2,4p + 2) ≤ p + 1,
则θ ( K1,4p - 1,4p) = p + 1.
当n = 4p时,由引理2及引理3可知
p + 1 = θ ( K4p + 1,4p + 1) ≤ θ ( K1,4p,4p + 1) ≤ θ ( K1,4p + 2,4p + 2) ≤ p + 1,
则θ ( K1,4p,4p + 1) = p + 1.
当n = 4p + 1时,由引理2及引理3可知
p + 1 = θ ( K4p + 2,4p + 2) ≤ θ ( K1,4p + 1,4p + 2) ≤ θ ( K1,4p + 2,4p + 2) ≤ p + 1,
则θ ( K1,4p + 1,4p + 2) = p + 1.
当n = 4p + 2时,由引理2可知p + 2 = θ ( K4p + 3,4p + 3) ≤ θ ( K1,4p + 2,4p + 3) ≤ θ ( K1,4 ( p + 1 ) - 1,4 ( p + 1 )) ≤ p + 2,
则θ ( K1,4p + 2,4p + 3) = p + 2.








= θ ( Kn + 1,n + 1),定理得证 .
2 完全三部图K1,n,n + 2的厚度
定理2 θ ( K1,4p + 1,4p + 3) = p + 1.
证明 设X = { x }, U = { u1,⋯,u4p + 2}和V = { v1,⋯,v4p + 2}是K1,4p + 2,4p + 2的顶点集合 .在文献[11]的定
理2.3中,构造了K1,4p + 2,4p + 2的一个平面分解 { Ĝ1, Ĝ2,⋯, Ĝp + 1},接下来在此基础上得到K1,4p + 1,4p + 3的一个
平面分解 { Ĝ ′1, Ĝ ′2,⋯, Ĝ ′p + 1}.
情形1. 当p > 3且p为奇数时 .构造 Ĝ ′r,1 ≤ r ≤ p.
在K1,4p + 2,4p + 2的一个平面分解 { Ĝ1, Ĝ2,⋯, Ĝp + 1}基础上,删去顶点 u4p + 1,u4p + 2及其关联的边,接下来
按照如下的步骤重新添加顶点u4p + 1和顶点v4p + 3.其中除了顶点u4p + 1,v4p + 1,v4p + 2,v4p + 3之外,所有下标都取
模同余4p.
步骤一：添加顶点u4p + 1.
在 Ĝ1中,将顶点u4p + 1分别与顶点v9,v11相连 .在 Ĝ2中,将顶点u4p + 1分别与顶点v10,v12相连 .当3 ≤ r <
p且 r为奇数时,将顶点u4p + 1分别与顶点v4r + 6,v4r + 8相连 .当3 ≤ r < p且 r为偶数时,将顶点u4p + 1分别与顶
点v4r + 1,v4r + 3相连 .在 Ĝp中,将顶点u4p + 1分别与顶点v5,v7相连 .
步骤二：添加顶点v4p + 3.
在 Ĝ1中,将顶点 v4p + 3分别与顶点 u15,u16相连 .在 Ĝ2 中,将顶点 v4p + 3分别与顶点 u6,u4p + 1相连 .当
3 ≤ r < p且 r为奇数时,将顶点 v4p + 3分别与顶点 u4r + 11,u4r + 12相连 .当 3 ≤ r < p且 r为偶数时,将顶点 v4p + 3
分别与顶点u4r + 5,u4r + 6相连 .在 Ĝp中,将顶点v4p + 3分别与顶点u13,u14相连 .
综上可知在 Ĝ ′p + 1中,与顶点u4p + 1相连的顶点集为
{ x,v4p + 1,v4p + 2,v6,v8,v4r - 3,v4r - 2,v4r - 1,v4r | r = 1,4,6,8,⋯,p - 1 },
与点v4p + 3相连的顶点集为
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{ x,u4r - 3,u4r - 2,u4r - 1,u4r,u5,u7,u8 | r = 3,5,7,⋯,p } .
即得p > 3且p为奇数时,图 Ĝ ′p + 1,如图1所示 .
综上得到完全三部图K1,4p + 1,4p + 3的一个平面分解 { Ĝ ′1, Ĝ ′2,⋯, Ĝ ′p + 1} .
情形2. 当p > 2且p为偶数时 .构造 Ĝ ′r,1 ≤ r ≤ p.
在K1,4p + 2,4p + 2的平面分解 { Ĝ1, Ĝ2,⋯, Ĝp + 1}基础上,删去顶点u4p + 2及其关联的边,按照如下步骤添加
顶点 v4p + 3得到K1,4p + 1,4p + 3的一个平面分解 { Ĝ ′1, Ĝ ′2,⋯, Ĝ ′p + 1},其中除了顶点 u4p + 1,v4p + 1,v4p + 2,v4p + 3之外,
所有下标都取模同余4p.
增加顶点v4p + 3：在 Ĝr ( 1 ≤ r ≤ p )中,当 r为奇数时,将顶点v4p + 3分别与顶点u4r - 1,u4r相连,r为偶数时,
将顶点 v4p + 3 分别与顶点 u4r - 7,u4r - 6 相连 ,即得 Ĝ ′r ( 1 ≤ r ≤ p ) . 在 Ĝ ′p + 1 中 ,将顶点 v4p + 3 分别与顶点
x,u4p + 1,u4r - 3,u4r - 2,u4r - 1,u4r ( 1 ≤ r ≤ p )且 r为偶数）相连 .可得p > 2且p为偶数时,图 Ĝ ′p + 1,如图2所示 .
综上,得到K1,4p + 1,4p + 3的一个平面分解 { Ĝ ′1, Ĝ ′2,⋯, Ĝ ′p + 1},即θ ( K1,4p + 1,4p + 3) ≤ p + 1,又因为
p + 1 = θ ( K4p + 2,4p + 2) ≤ θ ( K1,4p + 1,4p + 3) ≤ p + 1,
即θ ( K1,4p + 1,4p + 3) = p + 1.图3给出了K1,17,19的一个平面分解 .















































图1 图 Ĝ ′p + 1（情形1）
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图2 图 Ĝ ′p + 1（情形2）
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当p = 0时,K1,1,3是平面图,当p = 1,2,3时,分别给出了K1,5,7,K1,9,11,K1,13,15的一个平面分解,分别包
括了2,3,4个子图,如图4,5,6所示,定理得证 .

















,接下来研究K1,n,n + 2的厚度 .
当n = 4p - 1时,由定理2及引理1可知
p + 1 = θ ( K4p - 1,4p) ≤ θ ( K1,4p - 1,4p + 1) ≤ θ ( K1,4p + 1,4p + 3) = p + 1,
则θ ( K1,4p - 1,4p + 1) = p + 1.
当n = 4p时,由定理2及引理1可知
p + 1 = θ ( K4p + 1,4p + 2) ≤ θ ( K1,4p,4p + 2) ≤ θ ( K1,4p + 1,4p + 3) = p + 1,
则θ ( K1,4p,4p + 2) = p + 1.
图3 完全三部图K1,17,19的一个平面分解




































































































































Fig.4 A planar decomposition of complete tripartite graph K1,5,7
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当n = 4p + 1时,由定理2可知θ ( K1,4p + 1,4p + 3) = p + 1.
当n = 4p + 2时,由定理2及引理1可知
p + 2 = θ ( K4p + 3,4p + 4) ≤ θ ( K1,4p + 2,4p + 4) ≤ θ ( K1,4p + 3,4p + 5) = θ ( K1,4 ( p + 1 ) - 1,4 ( p + 1 ) + 1) = p + 2,
则θ ( K1,4p + 2,4p + 4) = p + 2.
综上定理得证 .
3 完全三部图K2,n,n + 2的厚度
定理4 θ ( K2,4p,4p + 2) = p + 1.
证明 设X = { x1,x2}, V = { v1,⋯,v4p + 1}, U = { u1,⋯,u4p + 1}是K2,4p + 1,4p + 1的顶点集合,文献[11]的定
理3.1构造了K2,4p + 1,4p + 1的一个平面分解 { Ĝ1, Ĝ2,⋯, Ĝp + 1},接下来在此基础上删去顶点v4p + 1及其关联的
边,并按照如下的步骤添加顶点 u4p + 2,得到 K2,4p,4p + 2的一个平面分解 {G ′1,G ′2,⋯,G ′p + 1},其中除了顶点
u4p + 1,u4p + 2之外,所有下标都取模同余4p.
情形 1. 当 p 为偶数且 p > 2 .构造 G ′r. 增加顶点 u4p + 2：在 Ĝr 中,1 ≤ r ≤ p,将顶点 u4p + 2 分别与顶点
v4r - 3,v4r 相连,得到 {G ′1,G ′2,⋯,G ′p}; 在 Ĝp + 1中,将顶点 u4p + 2分别与顶点x1,x2,v4r - 2,v4r - 1相连,1 ≤ r ≤ p,
得到G ′p + 1,如图7所示 .
图6 完全三部图K1,13,15的一个平面分解

























































































图7 图G ′p + 1（情形1）
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综上,得到K2,4p,4p + 2的一个平面分解 {G ′1,G ′2,⋯,G ′p + 1}.
情形 2. 当 p 为奇数且 p > 3 .构造 G ′r .增加顶点 u4p + 2：在 Ĝr 中,1 ≤ r ≤ p,将顶点 u4p + 2 分别与顶点
v4r - 3,v4r相连,得到 {G ′1,G ′2,⋯,G ′p};在 Ĝp + 1中,将顶点u4p + 2分别与顶点x1,x2,v4r - 2,v4r - 1相连,1 ≤ r ≤ p,得
到G ′p + 1,如图8所示 .
综上,得到K2,4p,4p + 2的一个平面分解 {G ′1,G ′2,⋯,G ′p + 1},即θ ( K2,4p,4p + 2) ≤ p + 1,又因为
p + 1 = θ ( K4p + 2,4p + 2) ≤ θ ( K2,4p,4p + 2) ≤ p + 1,
即θ ( K2,4p,4p + 2) = p + 1.图9给出了K2,16,18的一个平面分解 .
情形3. 当p ≤ 3时 .当p = 1,2,3时,分别给出了K2,4,6,K2,8,10,K2,12,14的一个平面分解,分别包括了2,
3,4个子图,如图10,11,12所示,定理得证 .









证明 当n = 4p - 1时,由引理2及定理4可知
p + 1 = θ ( K4p + 1,4p + 1) ≤ θ ( K2,4p - 1,4p + 1) ≤ θ ( K2,4p,4p + 2) = p + 1,
图9 完全三部图 K2,16,18的一个平面分解
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图8 图G ′p + 1（情形2）
Fig.8 Graph G ′p + 1（case 2）
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图12 完全三部图K2,12,14的一个平面分解
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则θ ( K2,4p - 1,4p + 1) = p + 1.
当n = 4p时,由定理4可知θ ( K2,4p,4p + 2) = p + 1.
当n = 4p + 1时,由引理2可知
p + 2 = θ ( K4p + 3,4p + 3) ≤ θ ( K2,4p + 1,4p + 3) ≤ θ ( K2,4p + 3,4p + 5) = θ ( K2,4 ( p + 1 ) - 1,4 ( p + 1 ) + 1) = p + 2,
则θ ( K2,4p + 1,4p + 3) = p + 2.
当n = 4p + 2时,由引理2可知
p + 2 = θ ( K4p + 4,4p + 4) ≤ θ ( K2,4p + 2,4p + 4) ≤ θ ( K2,4p + 3,4p + 5) = p + 2,
则θ ( K2,4p + 2,4p + 4) = p + 2.
综上定理得证 .
4 进一步研究计划
本文得到了K1,n,n + 1与Kn + 1,n + 1的厚度相等,K1,n,n + 2与Kn + 1,n + 2的厚度相等,K2,n,n + 2与Kn + 2,n + 2的厚度
相等的结果 .接下来研究已知厚度的完全二部图与完全三部图之间的厚度关系 .







2 ,当 l + m是偶数,且n >
( l + m - 2 )2
2 或 l + m是
奇数,且n > ( l + m - 2 ) ( l + m - 1 ).







2 ,当 m 是偶数,且 n >
(m - 2 )2
2 或 m 是奇数,且 n >
(m - 2 ) (m - 1 ) .
由引理4,引理5可以得到下面的引理 .







2 ,当 l + m是偶数,且n >
( l + m - 2 )2
2 或 l + m是奇数,且n >
( l + m - 2 ) ( l + m - 1 ).
引理7[10] θ ( K1,1,n) = θ ( K1,2,2) = θ ( K2,2,2) = 1,θ ( K1,2,n) = θ ( K1,3,n) = θ ( K2,2,n) = 2 ( n ≥ 3 ),
θ ( K1,4,n) = {2, 4 ≤ n ≤ 12,3, n ≥ 13, θ ( K2,3,n) = {2, 3 ≤ n ≤ 12,3, n ≥ 13,
因为θ ( K2,n) = θ ( K3,2) = θ ( K4,2) = 1,因此有
θ ( K1,1,n) = θ ( K2,n), θ ( K1,2,2) = θ ( K3,2), θ ( K2,2,2) = θ ( K4,2),
因为K3,n与K4,n均为非平面图则θ ( K3,n) ≥ 2,θ ( K4,n) ≥ 2,,又因为它们均含有一个包含2个子图的平面分
解,因此θ ( K3,n) = 2, θ ( K4,n) = 2,则
θ ( K1,2,n) = θ ( K3,n), θ ( K1,3,n) = θ ( K2,2,n) = θ ( K4,n) .
由引理5,可得θ ( K5,n) = 3,n ≥ 13.当3 ≤ n ≤ 12时,由引理5及引理2可知
2 = θ ( K3,3) ≤ θ ( K5,3) ≤ θ ( K5,n) ≤ θ ( K5,12) = 2,
即当3 ≤ n ≤ 12时,θ ( K5,n) = 2.因此,
θ ( K1,4,n) = θ ( K5,n) = {2, 4 ≤ n ≤ 12,3, n ≥ 13, θ ( K2,3,n) = θ ( K5,n) = {2, 3 ≤ n ≤ 12,3, n ≥ 13,
因此可以得到下面的引理 .







2 ,其中 l + m ≤ 5且 l ≤ m ≤ n.
那么对于任意的完全三部图Kl,m,n 与完全二部图Kl + m,n ( l ≤ m ≤ n )（）的厚度之间是否存在相等的关
系将是进一步研究的方向 .
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On the Relationship Between the Thickness of Some Complete
Bipartite Graphs and Complete Tripartite Graphs
Dong Xue1, Guo Xia2, Yang Yan1
(1. School of Mathematics, Tianjin University, Tianjin 300350, China;
2. School of Mathematical Sciences, Xiamen University, Xiamen 361005, China)
Abstract: The thickness of a graph G is the minimum number of planar spanning subgraphs into
which G can be decomposed.It is one key indicator for measuring the planarity of a graph. It is important
to study the thickness of a graph. There are many important applications in VLSI and network design. At
present, the exact thickness of some types of graphs are obtained, but the relationship between the thick-
ness of the complete bipartite graph and the complete tripartite graph has not been fully presented. By
studying the relationship between the thickness of partial complete bipartite graph and complete tripartite
graph, it's obtained that the thickness of K1,n,n + 1 and Kn + 1,n + 1, K1,n,n + 2 and Kn + 1,n + 2,K2,n,n + 2 and Kn + 2,n + 2
are equal.
Key words: thickness; complete bipartite graph; complete tripartite graph
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